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概要
Costello-Gwilliam の因子化代数は (摂動的)場の量子論における観測可能量の空間がもつ代数構造を記
述する代数系である. 一方で Borcherds によって導入された頂点代数は二次元共形場理論の代数的定式化
として知られている. Costello-Gwilliamは複素平面上の因子化代数から頂点代数を構成する一般論を与え
たが, そこで因子化代数に仮定されている離散条件が取り除けることを説明する. また可換な頂点代数から
locally constantな因子化代数を構成できることを説明し, この構成と微分代数のジェット構成の間の関係
を議論する. この報告は [N]に基づく.

1 導入
Costelloと Gwilliamによって導入された因子化代数 (factorization algebra)は古典場および量子場の理論
における観測可能量のなす空間の構造を定式化した代数系である. 彼らは [CG17, CG21] で因子化代数の理
論と摂動的場の量子論における Batalin–Vilkovisky (BV)形式を発展させた. [CG17, CG21]の主結果の一つ
は古典場の理論に付随する因子化代数が変形量子化を許容するための十分条件を与えたことであり, これは
Costelloが [C11]で数学的に定式化した摂動的繰り込みを用いて証明された.

一方でBorcherds [Bo86]によって導入された頂点代数は二次元共形場理論の代数的枠組みとして知られてい
る. したがって複素平面C上の因子化代数と頂点代数の間に自然な対応があると期待できる. 実際, Costelloと
Gwilliamは [CG17, §5.3]で S1-equivariant holomorphically translation invariant prefactorization algebra

とよばれる前因子化代数から頂点代数を構成する一般的な方法を説明し, また [CG17, §5.4, §5.5]でアフィン
頂点代数 (WZW 模型) や βγ 頂点代数 (βγ 系) に対応する因子化代数を個別に構成している. 同様の方法で
Williams [W17]は Viarasoro頂点代数 (ミニマル模型)に対応する因子化代数を構成した. これらの [CG17,

§5.4, §5.5] と [W17] による因子化代数の構成は factorization envelop とよばれる方法で行われている. 一
般の頂点代数に対する因子化代数の構成は Bruegmann [B20a] によって成されているが, 彼の構成と前述の
factorization envelopを用いた構成の関係はよく分かっていない.

また因子化代数という概念には Beilinson と Drinfeld [BD04] によって導入された別のものがある.

Beilinson-Drinfeld の因子化代数はカイラル代数とよばれるものと本質的に同じものであり, これは二次
元共形場理論の代数幾何学的な定式化を与えるものである. さらにアフィン直線 A1 上の translation-

equivariant なカイラル代数と頂点代数の間の圏同値が知られている ([BD04, §0.15], [BDHK19, Corollary

A.2]). Costelloと Gwilliamは [CG17, §1.4.1]において二つの因子化代数の関係を発見的に述べているが, こ
れを数学的な定理として証明することはまだ成されていない.

[N]の研究は元々, 頂点代数と圏同値になるような因子化代数の特徴づけを目標に始められたがそれは現在
達成されていない. しかしながらその過程で頂点代数と因子化代数の関係について新たな結果が得られたので
報告する.
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記号と用語
• 位相空間 X に対しその開集合系を UX で表す. また各点 x ∈ X の開近傍全体を UX(x)で表す.

• R ∈ R>0 と z ∈ Cに対し DR(z) := {ζ ∈ C | |ζ − z| < R}で開円盤を表す.

• S1 := {z ∈ C | |z| = 1}で単位円周を表す.

• l ∈ Z>0 と部分集合 E ⊂ C に対し Conf l(E) := {(z1, . . . , zl) ∈ El | zi 6= zj (i 6= j)} で配置空間を
表す.

• ModCで C上の線形空間と C-線形写像がなす圏を表す.

• LCSC で C上の局所凸空間と連続な C-線形写像がなす圏を表す.

• 単に可換代数といったら C上の単位的かつ結合的な可換代数のこととする.

2 因子化代数
前因子化代数は位相空間上の前余層 (precosheaf)に因子化積 (factorization product)とよばれる構造を与
えたものである. この節では因子化代数の定義を簡単に述べて, その物理的意味を解説する. 位相空間 X と完
備かつ余完備な対称モノイダル圏Mを固定しよう. Mのテンソル積を ⊗で表し, 単位対象を 1M で表す.

Mに値をもつ X 上の前余層とは関手 F : UX → Mのことである. ここで開集合系 UX を包含関係で圏とみ
なした. 開集合の包含関係 U ⊂ V に対応するMの射を

FU
V : F(U)→ F(V )

で表す. 前層の茎と双対的に各点 x ∈ X の余茎 Fx ∈ ObMが射影極限として定義される:

Fx := lim←−
U∈UX(x)

F(U).

射影極限の自然な射を
Fx

U : Fx → F(U) (U ∈ UX(x))

で表す.

Mに値をもつX 上の前因子化代数 ([CG17, §3.1.1, §3.1.2])とは次のデータの組で自然な両立条件を満たす
ものである:

• 前余層 F : UX → M.

• Mの射の族
FU,V

W : F(U)⊗F(V )→ F(W ) (U, V,W ∈ UX , U t V ⊂W ).

各 FU,V
W を因子化積とよぶ.

• Mの射 η : 1M → F(∅). これを単位射とよぶ.

例えば定義に現れる両立条件の一つとして結合律がある. これは開集合 U1, U2, U3, V1, V2,W ⊂ X で

U1 t U2 ⊂ V1, U2 t U3 ⊂ V2, U1 t V2 ⊂W, U3 t V1 ⊂W

を満たすものに対し



(F(U1)⊗F(U2))⊗F(U3) F(U1)⊗ (F(U2)⊗F(U3))

F(V1)⊗F(U3) F(U1)⊗F(V2)

F(W )

∼

FU1,U2
V1

⊗idF(U3) idF(U1) ⊗FU2,U3
V2

FV1,U3
W FU1,V2

W

は可換であるという条件である. このような両立条件から有限個の開集合 U1, . . . , Un, V ⊂ X で U1 t · · · t
Un ⊂ V を満たすものに対しMの射

F{Ui}n
i=1

V :

n⊗
i=1

F(Ui)→ F(V )

が帰納的に定義される. 因子化代数 ([CG17, §6.1.1])は層のように descent conditionを満たす前因子化代数
であるが UX の Grothendieck位相としてWeiss被覆を用いる. 詳細は省略する.

群 G が位相空間 X に作用している状況を考える. このとき G-同変な前因子化代数とは前因子化代数
F : UX → MとMの射の族

σa,U : F(U)→ F(aU) (a ∈ G,U ∈ UX)

の組で F の前因子化代数の構造と両立するものである.

以上の準備のもとで前因子化代数の物理的な意味を説明しよう.

可微分多様体M とその上の前因子化代数 F が与えられたとする. M は考えている場の理論の時空を表し,

各開集合 U ⊂ M に対して F(U) は U 上の場に依存する物理量/観測可能量の空間を表していると解釈され
る*1.

例 2.1 ([CG17, §1.1]). 1つの粒子が 3次元空間 R3 内のある領域 D を運動しているとする. これは空間次
元 0の場の理論と考えることができ, 時空はM = R (時間軸)である.

この 1 粒子系を古典的に考えよう. 各開集合 U ⊂ M に対して U 上の場とは単に関数 f : U → D のこ
とである. U 上の場全体の集合 Map(U,D) は時間間隔 U に粒子がとり得る軌跡全体であるが, 系の運動が
Lagrangian L : TRD × U → Rで記述されているとき実際の軌跡は Lに関する Euler-Lagrange 方程式を満
たす. Euler-Lagrange 方程式を満たす軌跡 f : U → D 全体のなす線形空間を EL(U)で表そう. すると観測
可能量の空間 Obscl(U)は EL(U)上の実数値関数全体がなす可換代数であると考えられる. EL: U 7→ EL(U)

は関数の制限によって層になるので Obscl : U 7→ Obscl(U)は余層になる. さらに Obscl(U)の可換代数の構
造により

Obscl(U)⊗Obscl(V ) Obscl(W )⊗Obscl(W ) Obscl(W )

を因子化積として因子化代数になる. しかしこの因子化積は U ∩ V 6= ∅であっても定義される.

因子化積の定義において本質的に U ∩ V = ∅が必要になるのは量子論においてである. 上の 1粒子系を量
子的に考えよう. このとき開集合 U ⊂ M に対して観測可能量の空間 Obsq(U)を与える方法はいくつか考え
られると思うが, ここでは次のようにする: まず考え得る測定装置 A,B,C, . . .を用意し, これらの装置を 1粒
子系に干渉させ実際に測定することを想像しよう. このとき観測可能量の空間 Obsq(U)は時間間隔 U にでき
る測定の全体とする. 時間間隔 U と V が U ⊂ V を満たすとき V の中で U の間は測定し V \U の間は何も測

*1 考えている場の理論からどのようにして物理量の空間と解釈できる前因子化代数を構成するかという問題は重要である.



定しないとすることで Obsq(U)→ Obsq(V )という射が得られる. 一方で同じ時間間隔 U に二つの装置 Aと
B を用いて同時に測定することはできない. なぜなら量子論の場合, 測定によって生じる粒子との相互作用を
無視することができず, 装置 Aは粒子と装置 B の複合系を測定していることになるからである. しかし時間
間隔 U と V が U ∩ V = ∅を満たす場合には, U の間に装置 Aで測定し Aを取り除いた後 V の間に装置 B

で測定するということが考えられる. よって時間間隔 U, V,W で U t V ⊂W を満たすもの対し

Obsq(U)⊗Obsq(V ) Obsq(U t V ) Obsq(W )

という射が得られた. このような量子論における観測の問題が因子化積の定義の背景にある.

また因子化代数の枠組みは, 場の量子論において重要な計算手法である作用素積展開を再現するのに十分な
データを備えている [C23, §1]. F を Rn 上の translation-equivariantな前因子化代数, つまり加法群 Rn の自
然な作用で同変な前因子化代数とする. F の同変構造を

σa,U : F(U)→ F(U + a) (a ∈ Rn, U ∈ URn)

と表そう. F(U) を U 上の場に依存する観測可能量の空間とみなすとき, 各点 x ∈ Rn の余茎 Fx は x の無
限小近傍における場の振る舞いにのみ依存する観測可能量の空間と解釈できる. [C23, §1.2] では Fx の元
を local operator と呼んでいる. F は translation-equivariant なので Fx ∼= F0 が成り立つ. よって local

operatorとして 0 ∈ Rn まわりのものを考えれば十分である.

半径 R ∈ R>0 で中心 x ∈ Rn の開球を DR(x)で表すことにしよう. {DR(x)}R∈R>0
は xの基本開近傍系

で有限交差的だから, 余茎 Fx は
Fx = lim←−

R∈R>0

F(DR(x))

=
{
(aR)R∈R>0

∈
∏

R∈R>0

F(DR(z)) | ∀r,R ∈ R>0, r < R =⇒ FDr(x)
DR(x)(ar) = aR

}
で与えられる. また射影極限の自然な射は, 射影

Fx → F(DR(x)), {ar}r∈R>0 7→ aR

である.

いま二つの local operator a, b ∈ F0 を考えよう. R ∈ R>0 と x ∈ D×
R(0) = DR(0)\{0}に対し

µR
x,0(a, b) := F

Dr(x),Dr(0)
DR(0)

(
σx,Dr(0)F

0
Dr(0)

(a)⊗F0
Dr(0)

(b)
)
∈ F(DR(0)) (2.1)

と定義する. ここで r ∈ R>0 を Dr(x) tDr(0) ⊂ DR(0)となるように取ったが µR
x,0(a, b)の定義は同変前因

子化代数の両立条件より r の取り方に依らない. よって
D×

R(0)→ F(DR(0)), x 7→ µR
x,0(a, b)

という関数が得られた. この関数は xについて解析的であるという仮定をしよう*2. すると R ∈ R>0 を小さ
くして xを 0に近づけていくと µx,0(a, b) ∈ F0 という積が定義でき, 作用素積展開

µx,0(a, b) =
∑

fn(x)cn (cn ∈ F0)

が得られるのではないかと期待できる. しかしこのアイデアをそのまま一般論として数学的に定式化すること
は容易ではない.

二次元共形場理論の作用素積展開は頂点代数を用いて記述できる. 次の節では C上の前因子化代数から頂点
代数を構成し, 上のアイデアが二次元共形場理論の場合には正当化されることを説明する. 頂点代数について
は [FBZ04]を参照されたい.

*2 解析性を述べるためには F(DR(0))が位相線形空間の構造を持っている必要がある.



3 主結果 1

局所凸空間に値をとる C上の前因子化代数から頂点代数を構成する方法 [N, §3.2]を解説する. この方法は
Costello と Gwilliam によるもの [CG17, §5.3] および Bruegmann によるもの [B20a, §1.3] と同様のアイデ
アに基づくが次の点で優れている:

• 導入で触れたように Costello と Gwilliam は S1-equivariant holomorphically translation invariant

prefactorization algebras とよばれる前因子化代数から頂点代数を構成した. この前因子化代数は
differentiable vector space のコチェイン複体の圏に値をとるものである (differentiable vector space

については [CG17, §3.5.1] を参照). Differentiable vector space の圏は多くの位相線形空間のクラス
を部分圏として含み, かつ Abel 圏であるという著しい特徴をもつ. この特徴によって differentiable

vector space の圏ではホモロジー代数を自由に使うことができる. しかしながら [CG17, Theorem

5.3.3] を見れば分かるように頂点代数の構造はコホモロジーのレベルに現れるので前因子化代数がコ
チェイン複体に値をとる必要はない. Differentiable vector space の概念は広く知られているわけでは
ないので局所凸空間を使った方が分かりやすい.

• Bruegmannも [B20a, §1.3]において前因子化代数から頂点代数を構成している. 彼は前因子化代数の
とる値として bornological vector spaceを採用している. しかし彼が実際に前因子化代数から構成した
ものは geometric vertex algebraとよばれるものであり, 別のプレプリント [B20b]において geometric

vertex algebraと頂点代数の圏同値を示している. したがって彼の構成は二段階に分かれており, 頂点
代数と因子化代数の直接の対応が不明瞭になっている. それに対し [N, §3.2]では頂点代数を直接構成
した.

• Costello-Gwilliam と Bruegmann による構成はどちらも前因子化代数に離散条件を課している
([CG17, Theorem 5.3.3] の条件 (iii) および [B20a, §1.3] の第一段落を参照). [N, §3.2] ではこの
離散条件を仮定しなくても頂点代数の構成が可能であることを示した. 離散条件を取り除くために局所
凸空間に値をもつ複素関数の解析学を用いた.

局所凸空間と連続線形写像がなす圏を LCSC で表す. LCSC を射影的テンソル積 ⊗ := ⊗π で対称モノイダル
圏とみなす. また等長変換群 S1 ⋉Cの複素平面 Cへの自然な作用を考える. F : UC → LCSC を S1 ⋉C-同変
な前因子化代数としその同変構造を

σ(q,z),U : F(U)→ F((q, z)U) ((q, z) ∈ S1 ⋉C, U ∈ UC)

で表す.

各 R ∈ R>0 と (z1, . . . , zl) ∈ Conf(DR(0)) に対し局所凸空間の射 µR
z1,...,zl

: (F0)⊗l → F(DR(0)) を次の
ような合成として定める:

(F0)⊗l
⊗l

i=1 F(Dr(0))
⊗l

i=1 F(Dr(zi)) F(DR(0))
⊗l

i=1F
0
Dr(0) ⊗l

i=1σ(1,zi),Dr(0)
FDr(z1),...,Dr(zl)

DR(0)

ここで r ∈ R>0 を
Dr(z1) t · · · tDr(zl) ⊂ DR(0)

となるように取ったが µR
z1,...,zl

の定義は r の取り方によらない. この µR
z1,...,zl

は (2.1)の多変数版になってい
ることに注意されたい.

また ∆ ∈ Zに対し

F0
∆ := lim←−

R∈R>0

F(DR(0))∆,



F(DR(0))∆ := {a ∈ F(DR(0)) | ∀q ∈ S1, σq,DR(0)(a) = q∆a}

と定義する. 各元 a ∈ F0
∆\{0}を F0 の斉次元とよび ∆(a) := ∆と表す.

定義 3.1 ([N, Definition 3.2.7]). S1 ⋉C-同変な前因子化代数 F : UC → LCSC は次の (i)から (iv)を満た
すとき正則前因子化代数 (holomorphic prefactorization algebra)とよばれる:

(i) 任意の 0 < r < Rと ∆ ∈ Zに対し FDr(0)
DR(0) : F(Dr(0))∆ → F(DR(0))∆ は線形同型である.

(ii) 任意の R ∈ R>0 に対し F(DR(0)) = 0 (∆� 0).

(iii) 任意の R ∈ R>0 に対し F(DR(0))は準完備かつ Hausdorffな局所凸空間である.

(iv) 任意の R ∈ R>0 と斉次元 a1, . . . , al ∈ F0 に対し、関数

Conf l(DR(0))→ F(DR(0)), (z1, . . . , zl) 7→ µR
z1,...,zl

(a1 ⊗ · · · ⊗ al)

は ([N, Definition A.1.3]の意味で)正則である.

定義 3.1の条件 (iv)が前節の作用素積展開の説明で仮定した解析性に対応している. また解析性が意味をも
つために条件 (iii)が必要になる.

定理 3.2 ([N, Theorem 3.2.11, Proposition 3.3.2]). F : UX → LCSC を正則前因子化代数とする. こ
のとき線形空間

V(F) :=
⊗
∆∈Z

F0
∆

上には µR
z1,...,zl

から誘導される Z-次数付き頂点代数の構造が存在する. さらに F が locally constant([CG17,

Definition 6.4.1])であるときV(F)は可換な頂点代数になる.

V(F)の頂点作用素 Y (−, z)の定義を説明する. 斉次元 a, b ∈ F0 と R ∈ R>0 に対し

D×
R(0)→ F(DR(0)), z 7→ µR

z,0(a⊗ b)

は正則だから Laurent展開できる ([N, Theorem A.5.4]):

µR
z,0(a⊗ b) =

∑
n∈Z

z−n−1(a(n)b)R (z ∈ D×
R(0)), (a(n)b)R ∈ F(DR(0)).

この (a(n)b)R は (a(n)b)R ∈ F(DR(0))∆(a)+∆(b)−n−1 および FDr(0)
DR(0)(a(n)b)r = (a(n)b)R を満たす ([N,

Lemma 3.2.10])ので
a(n)b :=

{
(a(n)b)R

}
R∈R>0

∈ F0
∆(a)+∆(b)−n−1

が得られた. 条件 (i), (ii)より a(n)b = 0 (n� 0)がしたがう. V(F)の頂点作用素は

V(F)⊗V(F)→ V(F)((z)), a⊗ b 7→ Y (a, z)b :=
∑
n∈Z

z−n−1a(n)b

と定義される.

µR
z1,...,zl

の定義より a, b, c ∈ V(F)に対して

µR
z,w,0(a⊗ b⊗ c) =

∑
n∈Z

(z − w)−n−1µR
w,0(a(n)b⊗ c) (0 < |w| < |z| < R)

が成り立つ. これが頂点作用素の作用素積展開 ([FBZ04, §3.3.4, (3.3.10)])

Y (a, z)Y (b, w) =
∑
n∈N

(z − w)−n−1||z|>|w|Y (a(n)b, w)+ : Y (a, z)Y (b, w) :

に対応している式である.



4 主結果 2

[N, §3.4]では可換頂点代数から locally constant因子化代数を構成した. これは定理 3.2の逆構成になって
いる.

定理 4.1 ([N, Proposition 3.4.6, Proposition 3.4.9]). 可換な Z-次数付き頂点代数 V =
⊕

∆∈Z V∆ で
V∆ (∆� 0)および dimC V∆ <∞ (∆ ∈ Z)を満たすものに対し locally constantな正則因子化代数 Floc

V
が

構成できる. さらに Z-次数つき頂点代数の同型

V(Floc
V

) ∼= V

が成り立つ.

Floc
V
の構成を簡単に説明する: まず [N, §2.2] において一般に可換代数 A から locally constant な因子

化代数 Floc
A : UC → ModC を構成した. この構成は Lurie によって示された En-代数と Rn 上の locally

constantな因子化代数の (∞, 1)-圏同値 ([CG17, Theorem 6.4.2])の特別な場合になっている. 条件 V∆ = 0

(∆ � 0) より V :=
∏

∆∈Z V∆ 上に可換代数の構造が自然に定まるので locally constant な因子化代数
Floc

V
: UC → ModC が得られる. また V の共形ウェイト ∆ と translation operator T を用いて Floc

V
上に

S1 ⋉ C-同変構造を定義することができる. ここで dimC V∆ <∞ (∆ ∈ Z)という条件を課すと有限次元線形
空間 V∆ の自然な位相を用いることで Floc

V
は LCSC に値をもつ S1 ⋉C-同変な因子化代数になる.

導入で述べたように Bruegmann は [B20a, §1.4] において一般の頂点代数から因子化代数を構成している
が, 彼の構成と定理 4.1 の構成の関係は分かっていない. さらに残念なことに今のところ定理 4.1 の構成を
一般の頂点代数に拡張することはできていない. しかし定理 4.1 の構成は次のような意味で可換微分代数の
ジェット構成と両立するので, その点で良いものであると言える.

定理 4.2 ([N, Proposition 3.4.11]). A を有限生成可換代数とし JA をそのジェット代数とする ([N,

Example 3.1.3, Example 3.1.6]参照). 可換な Z-次数付き頂点代数 V =
⊕

∆∈Z V∆ で定理 4.1の条件を満た
すものと因子化代数の射 ϕ : Floc

A → Floc
V に対し S1 ⋉C-同変因子化代数の射 ϕ̃ : Floc

JA
→ Floc

V
で

Floc
A Floc

JA

Floc
V Floc

V

φ φ̃

を可換にするものがただ一つ存在する. ただし Floc
A → Floc

JA
と Floc

V → Floc
V
は自然な単射 A ↪→ JA ↪→ JAと

V ↪→ V から定まる因子化代数の射を表す.
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